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Âåñòíèê Êîìè íàó÷íîãî öåíòðà ÓðÎ ÐÀÍ. Âûï. 33. Ñûêòûâêàð, 2018

Ââåäåíèå

Â 2017 ã. èñïîëíèëîñü 45 ëåò ñ ìîìåíòà íà÷àëà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â
Êîìè íàó÷íîì öåíòðå ÓðÎ ÐÀÍ (äî 1988 ã. � Êîìè ôèëèàë ÀÍ ÑÑÑÐ). Â 1972 ã. èçâåñòíûé
ïðàâîçàùèòíèê, êàíäèäàò (ôàêòè÷åñêè äîêòîð, ïîñêîëüêó çàùèòà äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè ñî�
ñòîÿëàñü, íî äîêòîðñêèé äèïëîì îí ïîëó÷èë òîëüêî ÷åðåç 20 ëåò) ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Ð. È. Ïèìåíîâ, îòáûâàâøèé ññûëêó â Ñûêòûâêàðå, çà÷èñëåí â øòàò ìëàäøèì íàó÷íûì ñî�
òðóäíèêîì ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ¿. Áûëà ñîçäàíà Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà,
îñíîâíûìè ôóíêöèÿìè êîòîðîé îïðåäåëåíî ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñ ïðèëîæåíèÿìè
ê ôèçèêå, à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïîäðàçäåëåíèé ôèëèàëà
è ïðîïóñê çàäà÷ íà ÝÂÌ. Çíà÷èòåëüíûé èìïóëüñ ðàçâèòèþ ìàòåìàòèêè â Êîìè ôèëèàëå äàë
âèçèò ïðåçèäåíòà Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ Ì.Â. Êåëäûøà ëåòîì 1972 ã. è åãî óêàçàíèå âñåìåðíî
ðàçâèâàòü ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ÝÂÌ.

Íàó÷íûå èíòåðåñû Ð.È. Ïèìåíîâà áûëè ñâÿçàíû ñ àêñèîìàòè÷åñêèì èññëåäîâàíèåì ñâîéñòâ
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â òîì ÷èñëå ïðîáëåìû íåîäèíàêîâîñòè ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì (àíèçîòðîïèÿ). Ïî åãî óáåæäåíèþ, ¾èçó÷åíèå ñòðóêòóð ïîðÿäêà åñòü
â ôèçè÷åñêîì àñïåêòå ðàçðàáîòêà ñàìûõ áàçèñíûõ àïðèîðíûõ ìîäåëåé äëÿ óêëàäûâàíèÿ â íèõ
ïîñëåäóþùåãî ôèçè÷åñêîãî ìàòåðèàëà¿.

Ðàçâèâàÿ èäåþ Ð.È. Ïèìåíîâà îá èñïîëüçîâàíèè äóàëüíûõ ÷èñåë â ãåîìåòðèè, åãî ó÷åíèê
Í.À. Ãðîìîâ ïðåäëîæèë îïèñûâàòü ãðóïïû äâèæåíèé è èõ àëãåáðû Ëè âñåõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîñòî�
ÿííîé êðèâèçíîé ñ ïîìîùüþ êîíòðàêöèé (ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ) è àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé
õîðîøî èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï.

Ñëåäóþùèé øàã áûë ñäåëàí â 1993 ã., êîãäà ïîñòàíîâëåíèåì Ïðåçèäèóìà Ðîññèéñêîé àêà�
äåìèè íàóê îðãàíèçîâàí Îòäåë ìàòåìàòèêè Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ ïîä íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèì ðó�
êîâîäñòâîì Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè ÐÀÍ. Ôîðìèðîâàíèå Îòäåëà ìàòåìàòèêè ïðîèñõîäèëî çà
ñ÷åò âûïóñêíèêîâ è ñîòðóäíèêîâ Ñûêòûâêàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, â ÷àñòíîñòè,
äîêòîðîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê À.Â. Æóáðà, Â.Ô. Ñîêîëîâà, À.Í. Òèõîìèðîâà, Ñ.È. Õó�
äÿåâà, êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Â.Í. Òàðàñîâà. Â ðåçóëüòàòå â Îòäåëå ïîÿâèëèñü
èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè òîïîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ïëàñòèí è îáîëî÷åê.

Ñ ìîìåíòà ñîçäàíèÿ Îòäåëà ìàòåìàòèêè åãî ñîòðóäíèêè ïðîÿâèëè èíòåðåñ ê íîâûì èí�
ôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì. Óæå â 1993 ã. áûëà îðãàíèçîâàíà ïåðâàÿ ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà, à
â 1996 ã., îïèðàÿñü íà ãðàíòû Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé è Ðîññèé�
ñêîãî ãóìàíèòàðíîãî íàó÷íîãî ôîíäà, Îòäåë îäíèì èç ïåðâûõ â Ðåñïóáëèêå Êîìè ïðèñòóïèë ê
ñîçäàíèþ êîðïîðàòèâíîé ñåòè Êîìè íàó÷íîãî öåíòðà. ×åðåç äâà ãîäà ñåòü çàðàáîòàëà è èìåëà
âûõîä â Èíòåðíåò íà ñêîðîñòè 128 êáèò/ñåê (ñìåøíàÿ ñêîðîñòü ïî ñåãîäíÿøíèì ìåðêàì). Îäíà�
êî ñîçäàíèå êîðïîðàòèâíîé ñåòè èìåëî îãðîìíîå çíà÷åíèå. Äëÿ íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ Êîìè ÍÖ
áûë îáåñïå÷åí ñâîáîäíûé ïîëíîòåêñòîâûé äîñòóï ê ýëåêòðîííûì âåðñèÿì çàðóáåæíûõ íàó÷íûõ
æóðíàëîâ. Ñ 2002 ã. â Îòäåëå óñïåøíî ýêñïëóàòèðóþòñÿ äâà âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðà, äîñòóï
ïîëüçîâàòåëåé ê êîòîðûì îðãàíèçîâàí íåïîñðåäñòâåííî ñ ðàáî÷èõ ìåñò.

Ôèçè÷åñêîå íàïðàâëåíèå ïðåäñòàâëåíî ðàáîòàìè äîêòîðîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Ê.Ã. Ïîïîâà, Â.È. Ïóíåãîâà, Â.Í. Ñèâêîâà ñ ñîòðóäíèêàìè Îòäåëà. Èçó÷àþòñÿ ñèëüíî êîððåëèðî�
âàííûå Ôåðìè ñèñòåìû íà îñíîâå òåîðèè ôåðìèîííîãî êîíäåíñàòà, ïðîâîäèòñÿ êîëè÷åñòâåííûé
ðåíòãåíîäèôðàêöèîííûé àíàëèç íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ ñðåä, ðàçâèâàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàçðàáîòêîé íîâûõ ìåòîäèê èçó÷åíèÿ âåùåñòâà ñ ïðèìåíåíèåì ñèí�
õðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ â óëüòðàìÿãêîé ðåíòãåíîâñêîé îáëàñòè ñïåêòðà.

Ê íåäàâíèì äîñòèæåíèÿì îòíîñèòñÿ ãèïîòåçà îá ýâîëþöèè ÷àñòèö â ïåðâûå ìãíîâåíèÿ ïîñëå
îáðàçîâàíèÿ Âñåëåííîé, âûäâèíóòàÿ â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîãî ïðåäåëà
ñîâðåìåííîé òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö � ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, ïîðîæäàåìîãî êîíòðàêöèåé åå
êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû. Ýâîëþöèÿ ÷àñòèö ïðîñëåæåíà âïëîòü äî ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà 1019
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ÃýÂ (èëè ïî âðåìåíè äî 10�40 ñåê), íà êîòîðîì ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè ãðàâèòàöèîííûå
ýôôåêòû.

Â àïðåëå 2017 ã. â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì Îáúåäèíåííîãî ó÷åíîãî ñîâåòà ïî ìàòåìàòè�
êå, ìåõàíèêå è èíôîðìàòèêå ÓðÎ ÐÀÍ ïðè ïîääåðæêå Ïðåçèäèóìà ÓðÎ ÐÀÍ áûë îáðàçîâàí
Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Êîìè íàó÷íîãî öåíòðà ÓðÎ ÐÀÍ. Èíñòèòóò âêëþ÷àåò òðè
ëàáîðàòîðèè: ìàòåìàòèêè è òåëåêîììóíèêàöèé, òåîðåòè÷åñêîé è âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêè, ýêñ�
ïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè, ãäå ðàáîòàþò 25 ñîòðóäíèêîâ, â ÷èñëå êîòîðûõ ñåìü äîêòîðîâ è äåâÿòü
êàíäèäàòîâ íàóê, à òàêæå äâà àñïèðàíòà.

Â ñâÿçè ñ îáðàçîâàíèåì Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà 21�23 ñåíòÿáðÿ 2017 ã. â Ñûê�
òûâêàðå ñîñòîÿëñÿ Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ôè�
çè÷åñêèõ ñèñòåì¿, êîòîðûé ïðîâîäèëñÿ â ðàìêàõ Ìåæäóíàðîäíîãî íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîãî ñèì�
ïîçèóìà ¾Ìîñò äðóæáû � 50¿, îðãàíèçîâàííîãî Ìèíèñòåðñòâîì íàöèîíàëüíîé ïîëèòèêè Ðåñ�
ïóáëèêè Êîìè è Áîëãàðñêîé àêàäåìèåé íàóê.

Íàñòîÿùèé ñïåöèàëüíûé âûïóñê ¾Âåñòíèêà Êîìè íàó÷íîãî öåíòðà Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿ ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî ïðåäñòàâëåííûì íà Ìåæäó�
íàðîäíîì ñåìèíàðå íàïðàâëåíèÿì: òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ìåòîäû â ôèçèêå, ïðîáëåìû è çàäà÷è
ôèçèêè êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä, ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæå�
íèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ýêîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ñïåêòðîñêîïèÿ íàíî- è áèîìàòå�
ðèàëîâ.

Äèðåêòîð Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
èíñòèòóòà Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ,

ä.ô.-ì.í. Í.À. Ãðîìîâ
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Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí

Àíäðþêîâà Â.Þ.

Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ,
óë. Êîììóíèñòè÷åñêàÿ, 24, ã. Ñûêòûâêàð, 167982, Ðîññèÿ

e-mail: veran@list.ru

Ââåäåíèå

Òðóäíî íàçâàòü òàêóþ îáëàñòü òåõíèêè, â êîòîðîé íå áûëà áû àêòóàëüíîé ïðîáëåìà èçó÷å�
íèÿ óïðóãèõ êîëåáàíèé. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ èçó÷åíèÿ êîëåáàíèé ïðèìåíÿþòñÿ ëèíåéíûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Îäíàêî ÷àñòî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
(îñîáåííî ïðè èçó÷åíèè êîëåáàíèé ïëàñòèí è îáîëî÷åê). Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè ïëàñòèí
(à òàêæå è îáîëî÷åê) ïîëüçóþòñÿ òåîðèåé æåñòêèõ ïëàñòèíîê (îáîëî÷åê), ïðåíåáðåãàþùåé íà�
ïðÿæåíèÿìè â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (ëèíåéíàÿ òåîðèÿ); â äðóãèõ çàäà÷àõ ó÷èòûâàþòñÿ îä�
íîâðåìåííî íàïðÿæåíèÿ â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è íàïðÿæåíèÿ èçãèáà (íåëèíåéíàÿ çàäà÷à).
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ àíãàðìîíè÷íîñòüþ è íåèçî�
õðîííîñòüþ [1].

Ó÷åò íàïðÿæåíèé â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â òåîðèè ïëàñòèí, êàê èçâåñòíî, ïðèâîäèò ê
óðàâíåíèÿì Êàðìàíà8>><>>:

D
h ��w = ��@

2w

@t2
+
@2w

@x2

@2�

@y2
+
@2w

@y2

@2�

@x2
� 2

@2w

@x@y

@2�

@x@y
;

1
E ��� =

�
@2w

@x@y

�2

� @2w

@x2

@2w

@y2
;

ãäå w = w(x; y; t) � ïðîãèá, � = �(x; y; t) � ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé, D = Eh3

12(1��2)
� öèëèíäðè÷å�

ñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, E � ìîäóëü Þíãà, � � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, h � òîëùèíà ïëàñòèíû,
x; y � êîîðäèíàòû òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, t � âðåìÿ è ��w � áèãàðìîíè÷åñêèé
îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, ò.å. 0 � x � a, 0 � y � b, à òàêæå
ñâîáîäíî îïåðòà ïî ñâîèì êðàÿì, è òî÷êè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíî ïåðåìåùàþòñÿ â
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè X0Y .

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

1. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàññìàòðèâàëàñü ïëàñòèíà ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðà�
ìè: E = 5000; ïëîòíîñòü � = 0; 3; � = 0; 3; h = 0; 2; a = b = 10.

Ïåðâîíà÷àëüíûé ïðîãèá ïðåäñòàâèì â âèäå w0 = sin2�x
a sin2�y

b � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
ëèíåéíîé çàäà÷è. Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïðè àïïðîêñèìàöèè â îáëàñòè ââîäèëàñü ñåòêà
ñ ÷èñëîì òî÷åê m = 40 è n = 40 âäîëü îñåé X è Y ñîîòâåòñòâåííî.

Ïàðàëëåëüíî áûëà ðåøåíà ëèíåéíàÿ çàäà÷à èçãèáà æåñòêèõ ïëàñòèí, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèé Êàðìàíà ïðè � = 0.

Íàñ èíòåðåñîâàëî ðàçëè÷èå ãðàôèêîâ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé çàäà÷ ïðè îäèíàêîâûõ ïàðà�
ìåòðàõ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.
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Èçâåñòíî, ÷òî ó÷åò íàïðÿæåíèé â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â òåîðèè ïëàñòèí ïðèâîäèò ê óðàâ�
íåíèÿì Êàðìàíà8>><>>:

D
h ��w = ��@

2w

@t2
+
@2w

@x2

@2’

@y2
+
@2w

@y2

@2’

@x2
� 2

@2w

@x@y

@2’

@x@y
;

1
E ��’ = (

@2w

@x@y
)2 � @2w

@x2

@2w

@y2
;

(1)

ãäå w = w(x; y; t) � ïðîãèá, ’ = ’(x; y; t) � ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé, D =
Eh3

0
12(1��2)

� öèëèí�

äðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, E � ìîäóëü Þíãà, � � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, h0 � òîëùèíà
ïëàñòèíû, x; y � êîîðäèíàòû òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, t � âðåìÿ,

�w =
@2w

@x2
+
@2w

@y2
; ��w =

@w4

@x4
+ 2

@4w

@y2@x2
+
@4w

@y4

� îïåðàòîðû Ëàïëàñà è áèãàðìîíè÷åñêèé îïåðàòîð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíîé, ò.å. 0 � x � a, 0 � x � b. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëàñòèíà ñâîáîäíî îïåðòà ïî ñâî�
èì êðàÿì, è òî÷êè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíî ïåðåìåùàþòñÿ â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
(x; y): Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü8><>:

w(0; y; t) = w(a; y; t) = 0;
@w(0; y; t)

@x2
=
@w(a; y; t)

@x2
= 0;

w(x; 0; t) = w(x; b; t) = 0;
@w(x; 0; t)

@y2
=
@w(x; b; t)

@y2
= 0:

(2)

8><>:
@’(0; y; t)

@y2
=
@’(a; y; t)

@y2
= 0;

@’(0; y; t)

@x@y
=
@’(a; y; t)

@x@y
= 0;

@’(x; 0; t)

@x2
=
@’(x; b; t)

@x2
= 0;

@’(x; 0; t)

@x@y
=
@’(x; b; t)

@x@y
= 0:

(3)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3) îçíà÷àþò îòñóòñòâèå íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êðàÿõ
ïëàñòèíû.

Êðîìå òîãî, äîëæíû áûòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

w(x; y; 0) = u(x; y);
dw(x; y; 0)

dt
= v(x; y): (4)

Äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (1)�(3) ïðèìåíèì ìåòîä ñåòîê. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

xi = ihx; i 2 0::M; yj = jhy; j 2 0::N;

wijk = w(xi; yj ; tk); ’ijk = ’(xi; yj ; tk); hx =
a

M
hy =

b

N
:

Ïðîèçâîäíûå àïïðîêñèìèðóåì êîíå÷íîðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè

@w2(xi; yj ; tk))

@x2
�
wi+1;j;k � 2wij;k + wi�1;j;k

h2
x

= L1(wi;j;k); (5)

@2w(xi; yj ; tk)

@y2
=
wi;j+1;k � 2wij;k + wi;j�1;k

h2
y

= L2(wi;j;k); (6)

@2w(xi; yj ; tk)

@x@y
�
wi+1;j+1;k � wi�1;j;k � wi;j�1;k + wi�1;j�1;k

4hxhy
= L3(wi;j;k): (7)
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Äëÿ óïðoùåíèÿ ôîðìóë è ðàññ÷åòíûõ ñõåì äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî hx = hy = h (ýòîãî
âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷åò âûáîðà ÷èñåë M è N ïðè óñëîâèè, ÷òî a è b ñîèçìåðèìû).
Òîãäà ñåòî÷íûé áèãàðìîíè÷åñêèé îïåðàòîð áóäåò èìåòü âèä:

g��wi;j;k = g��w(xi; yj ; tk) =
1

h4
(20wi;j � 8(wi;j+1;k + wi+1;j;k + wi�1;j + wi;j�1;k)

+2(wi+1;j+1;k + wi+1;j+1;k + wi�1;j�1;k + wi�1;j�1;k)+

+(wi;j+2;k + wi+2;j;k + wi�2;j;k + wi;j�2;k)): (8)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ïðîãèáà è íàïðÿæåíèé çàâèñÿò òàêæå è îò âðåìåíè t, òî íåÿâíàÿ ðàç�
íîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(3) îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì:

g��’i;j;k+1 = E

�
wi+1;j+1;k+1 � wi�1;j;k+1 � wi;j�1;k+1 + wi�1;j�1;k+1

4h2

�2

�

�E
wi+1;j;k+1 � 2wi;j;k+1 + wi�1;j;k+1

h2
�
wi;j+1;k+1 � 2wi;j;k+1 + wi;j�1;k+1

h2
; (9)

D

h0

g��wi;j;k+1 = ��
wi;j;k+1 � 2wi;j;k + wi;j;k

h2
t

+

+
’i;j+1;k+1 � 2’i;j;k+1 + ’i;j�1;k+1

h2
�
wi+1;j;k+1 � 2wij;k + wi�1;j;k+1

h2
+

+
wi;j+1;k+1 � 2wi;j;k+1 + wi;j�1;k+1

h2
�
’i+1;j;k+1 � 2’ij;k+1 + ’i�1;j;k+1

h2
�

�2
wi+1;j+1;k+1 � wi�1;j;k+1 � wi;j�1;k+1 + wi�1;j�1;k+1

4h2
�

�
’i+1;j+1;k+1 � ’i�1;j;k+1 � ’i;j�1;k+1 + ’i�1;j�1;k+1

4h2
: (10)

Óðàâíåíèÿ (9)�(10) ñïðàâåäëèâû ïðè

2 � i � M � 2; 2 � j � N � 2; k � 3:

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) äàþò ðàâåíñòâà

w0;j;k = wM;j;k = 0; w2;j;k = 2w1;j;k; wM�2;j;k = 2wM�1;j;k; 0 � j � N; (11)

wi;0;k = wi;N;k = 0; wi;2;k = 2wi;1;k; wi;N�2;k = 2wi;N�1;k; 0 � i � M; (12)

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3) äàþò

’0;j;k � 2’1;j;k + ’2;j;k = 0; ’M;j;k � 2’M�1;j;k + ’M�2;j;k = 0; 0 � j � N; (13)

’i;0;k � 2’i;1;k + ’i;2;k = 0; ’i;N;k � 2’i;N�1;k + ’i;N�2;k = 0; 0 � i � M; (14)

’i+1;2;k + ’i�1;0;k � ’i�1;2;k � ’i+1;0;k = 0; (15)

’i�1;N�2;k + ’i�1;N;k � ’i+1;N�2;k + ’i�1;N;k = 0; (16)

1 � i � M � 1:
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’2;j+1;k + ’0;j�1;k � ’0;j+1;k � ’2;j�1;k = 0; (17)

’M;j+1;k + ’M;j�1;k � ’M�2;j�1;k � ’M;j�1;k = 0; (18)

1 � j � N � 1:

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (15)�(18) íå âñå ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Îäíè è òå æå ðàâåíñòâà ïîëó�
÷àþòñÿ, åñëè â (15) ïîäñòàâèòü i = 1, à â (17) j = 1, òàêæå (16) ïðè i = M � 1 ñîâïàäàåò
c (18) ïðè j = N � 1, (16) ïðè i = 1 ñîâïàäàåò ñ (17) ïðè j = N � 1, (16) ïðè i = M � 1
ñîâïàäàåò ñ (17) ïðè j = N � 1. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ’(x; y) èç óðàâíåíèé (1)
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé àôèííîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ âèäà
’0(x; y) = a+ bx+ cy. ßñíî, ÷òî ìîæíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

’0;0;k = ’M;0;k = ’0;N;k = ’M;N;k = 0: (19)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìîæíî íàïèñàòü òîëüêî ëþáûå òðè ðàâåíñòâà èç ÷åòûðåõ, âûïîëíåíèå æå ÷åò�
âåðòîãî ñëåäóåò èç îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êðîìêàõ ïëàñòèíû.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4) äàþò ðàâåíñòâà

’i;j;1 = u(xi; yj); ’i;j;2 = ’i;j+1;1 + htv(xi; yj):

Ïóñòü óæå ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ

’i;j;k; wi;j;k; i 2 0::M; j 2 0::M; k � 2:

Ââåäåì âåêòîðû

�(k) = ’i;j;k; W (k) = wi;j;k; i 2 0::M; j 2 0::M; k � 2:

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (10) ïåðåïèøåì â âèäå

D

h0

g��wi;j;k+1 + �
wi;j;k+1

h2
t

= �
2wi;j;k � wi;j;k

h2
t

+

+
’i;j+1;k+1 � 2’i;j;k+1 + ’i;j�1;k+1

h2
�
wi+1;j;k+1 � 2wij;k + wi�1;j;k+1

h2
+

+
wi;j+1;k+1 � 2wi;j;k+1 + wi;j�1;k+1

h2
�
’i+1;j;k+1 � 2’ij;k+1 + ’i�1;j;k+1

h2
�

�2
wi+1;j+1;k+1 � wi�1;j;k+1 � wi;j�1;k+1 + wi�1;j�1;k+1

4h2
�

�
’i+1;j+1;k+1 � ’i�1;j;k+1 � ’i;j�1;k+1 + ’i�1;j�1;k+1

4h2
: (20)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
NLij(wi;j;k+1; ’i;j;k+1;wi;j;k; wi;j;k)

ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (20), à ÷åðåç

gNLij(wi;j;k+1; ’i;j;k+1)

� ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (9); (NLij ;gNL(ij) � íåëèíåéíûå îïåðàòîðû).
Òîãäà èòåðàöèîííàÿ ñõåìà áóäåò èìåòü âèä:

D

h0

g��wl+1
i;j;k+1 + �

wl+1
i;j;k+1

h2
t

= NLij(wl
i;j;k+1; ’

l
i;j;k+1;wi;j;k; wi;j;k); (21)
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g��’l+1
i;j;k+1 = gNLij(wl

i;j;k+1; ’
l
i;j;k+1); (22)

2 � i � M � 2; 2 � j � N � 2;

ïðè÷åì äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11)�(20), ò.å. wl+1
i;j;k+1 äîëæíû óäîâëåòâî�

ðÿòü ðàâåíñòâàì (11)�(12), à ’l+1
i;j;k+1 � (13)�(20).

Ðèñ. 1. Ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ðèñ.1 âèäíî, ÷òî â ðåøåíèÿõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ åñòü îòëè÷èÿ. Ïåðèîä è àìïëèòó�
äà êîëåáàíèé ó ëèíåéíîé çàäà÷è áîëüøå. Òàêæå îòëè÷íû ôîðìû êîëåáàíèé. Îòñþäà ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî öåïíûå óñèëèÿ èìåþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ
ïëàñòèí.

Ðàññìîòðåâ ïîäðîáíåå ãðàôèêè ðåøåíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è (ðèñ.2), îòìåòèì, ÷òî ïåðâî�
íà÷àëüíûå êîëåáàíèÿ, ïðîéäÿ ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé, âîññòàíàâëèâàþòñÿ â èñõîäíîì
ïîëîæåíèè.
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